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Problème d'Analyse 


Le but de ce problème est l’étude des solutions de l’équation différentielle 


y" + qy = 0, (E) 


où q est une fonction continue, définie sur R et à valeurs dans R. On appelle solution 
de (Æ) toute fonction y définie sur R et à valeurs dans R, deux fois dérivable, qui vérifie 
y"(t) + q(t)y(t) = 0, pour tout nombre réel t. 


On admettra sans démonstration que, pour tous nombres réels to, Yo, Y0, il existe une 
unique solution y de (E) qui satisfait 


Ut = V6 + Yo) =; 


Une fonction f : 1 CR — R sera dite convexe si pour tout x,y € I et tout À € [0,1], 
on à f(Ax + (1 — À)y) < Af(x) + (1 — À)f(y). 


On rappelle que si f est convexe alors on a la propriété suivante : pour tout a € I, la 
J(E) — f(a) 


t—-a 


fonction t -— est croissante. 


Partie I 


1. Soit f une fonction définie sur R, convexe et positive. On suppose que f a deux 
zéros t1, t2 et que {1 < t2. Montrer que f est nulle sur l'intervalle [f:1,t2]. 


2. Soit c un nombre réel et soit f une fonction convexe majorée sur l’intervalle [c, +oof. 
fC) — F(c) 
C 


On pose, pour tout t dans ]c, +o{, w(t) — : 


. Montrer que la fonction & a une 


limite négative ou nulle quand t tend vers +oo. Montrer que la fonction f est décroissante 
sur [c, +oo|. 


3. Montrer que toute fonction convexe et majorée sur R est constante. 


Partie II 


4. Soient a et b deux nombres réels avec a < b. On suppose que (Æ) possède une solution 
y, nulle en a et en b et strictement positif sur ]a, b[. Montrer que 


” 4 
Luba> 


+00 
5. On suppose que 1 lg(t)ldt converge. Soit y une solution bornée de (E). Etudier le 
0 


comportement de y en +oo. 
6. Dans cette question, on admettra le théorème suivant appelé Lemme de Gronwall. 


Théorème. Soient ®, d et y trois fonctions continues sur un segment [a, b], 
à valeurs positives et vérifiant l'inégalité 


VE € lab, y(t) < #(t) + k B(s)y(s)ds. 
Alors , , 
WE lab y <6(0+ | étou(srern( | vtu)du)as 


a) Soient Ÿ et y: [a,b] RT deux fonctions continues et vérifiant 


Jc2>0,VtE [ab], y(t) < c+ [écoutes 
Montrer que 
t 
VtE la,bl, y(t) < cerp( | y(s)ds). 


b. On suppose que gq est de classe C! et est strictement positive et croissante sur 
RT. Montrer que toutes les solutions de (E) sont bornées sur R*. 


Partie III 


On suppose dans cette partie que la fonction q est négative et n’est pas la fonction 
nulle. 


7. Soit y une solution de (E). Montrer que la fonction y? est convexe. 


8. Montrer que si y est une solution de (E) qui a deux zéros distincts, alors y est 
nulle. 


9. Montrer que si y est une solution bornée de (E), alors y est nulle. 


10. Soit yo un nombre réel strictement positif et soit y la solution de (Æ) qui satisfait 
y(0) = yo, y'(0) = 0. 
a) Montrer que la fonction y est minorée par la constante Y%, et qu’elle est convexe. 


b) On suppose de plus qu’il existe un nombre réel w > 0 tel que q(t) < —w? pour 
tout nombre réel t. Trouver la solution Y de l’équation y” —w?y = 0 qui satisfait 
Y (0) = yo, Y’/(0) — 0 et montrer que, pour tout t, y(t) > Y(t). 


Partie IV 


11. Soient y et z deux solutions de (E). Montrer que la fonction yz/—y'z est constante. 


12. On désigne par y et y2 les solutions de (Æ) qui satisfont 


Montrer que (y1,y2) est une base de l’espace vectoriel S sur R des solutions de (Æ). Quelle 
est la valeur de y1y5 — y2y,? Les fonctions y1 et y2 peuvent-elles avoir un zéro commun? 


13. Montrer que, si qg est une fonction paire, la fonction y est paire et la fonction y2 
est impaire. 


14. On suppose que la fonction q est périodique de période Tr, c’est à dire que, pour 
tout nombre réel t, q(t +7) = q(t). 


a) Montrer que l’on définit un endomorphisme y: de l’espace vectoriel S en posant, 
pour tout y dans $ et tout nombre réel #, 


(4(y)) (0 = y +7). 
b) Montrer que y est inversible. 


c) Ecrire la matrice M de y dans la base (y1,y2) à l’aide des valeurs en 7 des 
fonctions y1,y2 et de leurs dérivées. Calculer le déterminant de M et en déduire 
la matrice M1. 


d) Ecrire la matrice de uw! dans la base (y1,y2) à l’aide des valeurs en —7T des 
fonctions y1, y2 et de leurs dérivées. 
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15.a) Montrer que si la fonction q est paire et périodique de période r, les coefficients 
diagonaux de M sont égaux. 


On suppose dans la suite de cette partie que la fonction q est paire et périodique de 
période 7 et l’on désigne par «a la valeur commune des coefficients diagonaux de M. 


b) Quel est le polynôme caractéristique de l’endomorphisme y ? 


16. On suppose [al > 1. 


a) Montrer que l’endomorphisme y possède deux vecteurs propres linéairement 
indépendants, qui sont des solutions non bornées de (Æ). 


b) En déduire que toute solution bornée de (E) est nulle. 


17.a) Montrer que si à = 1, (E) possède une solution non nulle périodique de période 


b) Montrer que si à = —1, (FE) possède une solution non nulle périodique de période 
27. 


18. On étudie le cas où |a| < 1. 
a) Montrer qu’il existe une base (u1,u2) de S dans laquelle la matrice de y est la 
matrice d’une rotation. Montrer que u1 et u2 sont des fonctions bornées et que 
toute solution de (Æ) est bornée. 


b) Montrer que la fonction r = 4/(y1)? + (y2)? n’a pas de zéro, que la fonction 


est minorée par une constante strictement positive et qu'aucune primitive de 


“| | = 


n’est une fonction majorée sur [0, +co|. 


c) Montrer que la fonction y, a au moins un zéro sur |0, +oæ[. (On pourra remarquer 


que si y1 ne s’annulait pas sur [0, +, la fonction Arctan?2 serait dérivable sur 
U1 
cet intervalle). En déduire que y à au moins deux zéros distincts. 


Partie V 
19. Soit y une solution non nulle de (E) admettant un zéro a. 


a) Montrer que y'(a) # 0. En déduire qu’il existe un nombre réel € strictement 
positif tel que le seul zéro de y dans l'intervalle ]a — €, a + el soit a. 

b) On suppose que y possède aussi un zéro a’, avec a < a’. Montrer qu’il existe un 
zéro b de y vérifiant a < b, et tel que y n’ait aucun zéro dans l'intervalle ]a, b!. 
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c) On considère une autre solution z de (E). Montrer, en utilisant le résultat de la 
question 11., que z a un zéro dans l'intervalle [a, b]. 


20. On suppose à nouveau que q est une fonction paire et périodique de période 7, 
et que |a| < 1, comme à la question 18.. Montrer que toute solution de (Æ) a une infinité 
de zéros. 


21. On suppose q non nulle, périodique de période r et positive. Montrer que toute 
solution de (Æ) a une infinité de zéros. 


LU.F.M. de GUADELOUPE 
Année 2001-2002 


C.A.P.E.S Externe de Mathématiques 


Corrigé du problème d'Analyse du 19/01/02 


Partie I 


1. f étant convexe et positive, on a, pour tout À € [0,1] : 


O< f((1 — Ajti + Ado) £ (1 — À)f(t1) + AF(E2) = 0. 


Donc f est nulle sur [t1,t2|. 


2. Y est croissante sur |c, +oo![ car f est convexe sur [c, +oo[. Donc 4 possède une limite 
réelle ou égale à +oo en +co. Soit À un majorant de f sur [c,+oo[. On a : 


Vt elc, +ool, p(t) < AC) Donc 


LC 
a 0) 
I t)< 1! =} 
, imp ) . AS t—c 
—. dre 
On en déduit que w(t) < 0, c’est à dire de mn < 0 pour tout t Elc, +o[. Soient alors 


t et {’ deux réels tels que c < t < t/; f est encore convexe et bornée sur [t, +]. Par 
FC) — f() 


—. < 0. Donc f est décroissante sur [c, +oo|. 


conséquent on à également 


3. f étant convexe et majorée sur R, elle décroît sur [c,+oo[ pour tout c d’après la 
question précédente. Donc f décroît sur R tout entier. De plus, la fonction x + f(—-x) 
est également convexe et majorée sur R, donc décroissante. Par conséquent, f est aussi 
croissante sur R. Par suite f est constante. 


partie II 


4. la fonction y est continue sur [a,b], donc il existe c € [a, b] tel que y(c) = sup y(t). 
tE[a.b] 


Comme de plus y(a) = y(b) = 0 et que y > 0 sur Ja, b[, on a c Ela, b[. On écrit maintenant, 
pour tout à, B tels que a < a < B < b, 


y"(é) I : 1 I / / 
- >] hole > y (8) — #/(a)|. 


HO ü TO 


Or d’après le théorème des accroissements finis, on peut trouver a Ela, cl et B lc, b] tels 
que 


100) yo) et HOVO (3) 
On en conclut 
| l.+, nn 1lyo-y(a) y@-y(@l. 1 1 
Lu > (8 - ve) = ES OO 


1 
+ —— montre qu’elle atteint 


— y(b) = 0). Une étude de la foncti 
(car y(a) = y(b) ). Une étude e la fonction ce = + 


a + b 
son minimum pour € = ——., point en lequel elle vaut =———. Donc finalement 


(b—a) 

L 1 1 4 
| POP Er 
: c—a b—-c b-a 


+00 +00 
5. Comme y est bornée et que | lg(t)ldt converge, on voit que | q(t)y(t)dt — 
0 0 


+00 
— | y” (t)dt converge. On en conclut que y a une limite finie en +co. 
0 


Notons c — , lim y'(t). SicZ£ 0, y'(t) — c en + et donc lorsque æ — +00, J y'(t)dt = 


l cdt = cx, donc y(x) + cx en +, ce qui est absurde car y est bornée. On en déduit 
0 


que c = 0 et donc y’ tend vers 0 en +co. 


6.a En appliquant le lemme de Gronwall dans le cas particulier où @ est une fonction 
constante égale à c, on a donc pour tout t € [a, b] 


VEE [ab], y(t) ce+f cotemn( [oau)as = e+el-ern( f'océe)]. 


Do VtE la,bl, y(t) < c.exp ([ (eds), 


1,1 


6.b Soit y une solution de (E), on a 2y'y" + 2qyy' = 0, donc par intégration 


vteR*, y/(#)2 — y/(0)? +2 Î a(s)y(s)y'(s)ds = 0, 
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et en intégrant par parties, on obtient 


VERT, y(t)° +a(tju(t) = K + d'(s)y(s)°ds, K = y'(0)° + q(0)y(0)°. 


On a donc 


VeRt, a(éu(é) < K+ l TE) (syy(s)°ds. 


D’après 6.a 


VERT, q(t)y(t)? < Ken [ g'(s) as) TO) 


K 
donc y(t) < ——, pour tout t € R”. 


q(0) 


Partie III 


7. On a (y°)" = 2(y° + yy”). Or y! = —qy ce qui donne (y°)" = 2(y° — qy*). Comme q 


est négative, (y?) est positive et y? est convexe. 


8. Si y(t1) = y(t2) = 0, avec t1 < t2 alors y? est nulle sur [t1,t2] d’après 1. 


ti +to 


Donc y est nulle sur [t1,t2]. En prenant to — , on a ÿ(to) = y'(to) = 0. Or l’unique 


solution y de (E) vérifiant y(to) — y/(to) — 0 est la solution nulle, par conséquent, y = 0. 


9. Soit y une solution bornée de (E); y? est convexe et bornée, donc constante. Par suite 
[y| est constante. Raisonnons par l’absurde et supposons y non nulle. Alors y ne s’annule 
pas et est donc de signe fixe. Par conséquent, y est constante, y = 0, y” = 0, d’où qy = 0, 
et comme y ne s’annule pas, q — 0. C’est contraire aux hypothèses. Finalement, on a 
nécessairement y = 0. 


10.a. y? est convexe, donc son graphe est au dessus de ses tangentes. Soit t € R; on a : 


y°(t) > y°(0) + 2y(0)y (0)£. 


Or y(0) = yo et y/(0) = 0, ce qui entraine que y?(t) > yé, donc y ne s’annule pas sur R et 
est par conséquent de signe fixe. Comme y(0) > 0, on en déduit que y est positive. Par 


suite y(t) > yo, et y est minorée par yo. De plus y” = —qy > 0, d’où la convexité de y. 
IV — y! 
b. On a Y(t) = yoch(wt). Aussi, D) = —>— est du signe de N = y'Y — yY'. Or 
N(0)=0et N'=y"Y —yY" = -(q+w?)yY > 0, ce qui entraîne que N est négatif sur 
] — c, 0] et positif sur [0,+oæ[. Par suite TL décroit sur ] — co, 0] et croît sur [0,+oo[. Vu 
LA 
que 2 (0) — 1, alors pour toutteR,ona a > 1 et finalement y(t) > Y(#). 


Partie IV 


11. On a (yz' —y'2) = y2" — yz2 = —qyz + qyz = 0 et donc yz’ — y'z est constante. 


12. L'application ® : S —> R°, y — (y(0),y/(0)) est linéaire et bijective. C’est donc un 
isomorphisme d’espace vectoriel. Or y = ®-1((1,0)) et y = ®1((0,1)); ((0,1),(1,0)) 
étant une base de R?, alors (y1, y2) est une base de S. y1y5 — yiy2 est constante et vaut 1 
en 0 par conséquent, pour tout t ER, on a y1(t)y5(t) — yi(t)ya(t) = 1 et donc y1 et y2 ne 
peuvent avoir de zéro commun. 


13. On suppose q paire. Posons z1(t) = y1(—t) et z2(t) = —y2(—t). Il est clair que z1 et 
z2 sont aussi solutions de (Æ), avec z1(0) = 1, z1(0) = 0 et z,(0) = 1. Par suite z1 = 1 et 
Z2 = Yo, Ce qui implique que y, est paire et y2 est impaire. 


14.a. q étant r-périodique, il est clair que (y) est solution de (Æ) si y est solution de 
(E). Vu que y est linéaire, alors u est un endomorphisme de &. 


b. De même, si y est solution de (Æ) l'application (y) définie par v(y)(t) = y(t — 7) est 
solution de (Æ). v est aussi un endomorphisme de $S et uorv = vou = 1Ids, c’est à dire 


que u est inversible et y! = v. 


c. Remarquons que si y € S, y = Àyi + uy2, alors À — y(0) et u = y’(0). Par conséquent, 


utyi) = yitr)yi + yi(r)ye et u(y2) = ya(r)y1 + YS(x)y2. Ainsi, la matrice de u dans la 
base (y1,y2) est donc : 


Or cette matrice est M1; donc y,(r) = y1(—T), —yi(r) = yi(—-x), —yo(r) = yet) et 
y1(T) = por). 


15.a. y. est paire, y2 est impaire et d’après 14.d, on a (x) = y1(—x), donc y(x) = y1(x), 
c’est à dire que les coefficients diagonaux de M sont égaux. 


b. On a TrM = 2a et detM — 1, donc le polynôme caractéristique de y est X?—2aX +1. 
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16.a. 1 possède deux valeurs propres distinctes À, et À2 telles que À1A2 = 1. On a donc 
par exemple |A] > 1 et [A2] < 1. Considérons alors un vecteur propre u1 associé à À et 
un vecteur propre u2 associé à À2. 


Comme (ui) = Au, on a uy(t +7) = Ayui(t) pour tout t € R. Choisissons {1 tel que 
ui(t1) £ 0 (c’est possible car u1 Z 0). Alors Vn € N, on a ui(t1 + n7) = Aui(t1). 


Comme }À|>1,ona lim lu1(t1 + nx)| = +oo et u1 n’est pas bornée. De même, si on 
choisit {2 tel que u2(t2) 0, on a Vn € N, ua(to —nxr) = À; "ua(t2) et lim [ua(to—nT)| = 
+oo et donc u2 n’est pas bornée. 


(u1,u2) est un système libre car u1 et u2 sont des vecteurs propres associés à des valeurs 
propres distinctes. 


b. Comme dim $S = 2, (w,u2) est une base de S et tout élément y de S s'écrit y = 
yu1 + Bu. SiyZ£0,ona lim lu1(é1 + nr)| = +oo et lim [ua(ti + nr)] = 0. Par 


conséquent, lim ly(t1 + nT)| = +0, ce qui prouve que y n’est pas bornée. 


Siy—=<0et 8 Æ 0, alors lim ly(t — nx)| = +o et y n’est pas bornée. Finalement, la 


seule solution bornée de (Æ) est la solution nulle. 


17.a. Si a = 1, 1 est valeur propre double de u. Soit u un vecteur propre associé à la 
valeur propre 1. On a u £ 0 et u(t +7) = u(t) pour tout { € R. uw est une solution non 
nulle périodique de période x de (E). 


b. Si a = —1, —1 est valeur propre double de u. Soit u un vecteur propre associé à la 
valeur propre —1. On a u £ 0 et u(t+7) = —u(t) pour tout t € R. u est une solution non 
nulle périodique de période 27 de (E). 


18.a. Posons 0 — Arccosa. On a 0 €]0, r[ et donc sin0 > 0. Comme detM = 1, la matrice 
M s'écrit, avec À € R* : 


cos0  —Àsin0 
sin0/X\ cos0 ] 
Par conséquent, dans la base (Ay1, y2) la matrice de y est : 
cos0  —sin0 
sin0  cosû } 


On pose donc u1 = Ày1, u2 = y2 et on à pour tout { E R : 


ui(t+7) = cosôui(t) + sindua(t) 
ua(t +7) = —sin0ui(t) + cosdu2(t), 


pi 


d’où (u? + u3)(t +7) = (uf + ui)(t). Par conséquent, u? + u3 est m-périodique, continue 
donc bornéeet il en résulte que u1 et u2 sont bornées. Vu que toute solution de (ÆE) est 
une combinaison linéaire de u1 et u2, on en déduit que toute solution de (Æ) est bornée. 


b. y1 et y2 n’ont pas de zéro commun, donc r = 4/y? + y$ ne s’annule pas. y1 et y2 sont 
bornées donc r est bornée et il existe donc À > 0 tel que, pour toutt ER, r{t) < À. Par 


1 1 
conséquent, — > -=. En intégrant entre 0 et { > 0, on obtient : 
r 


A2° 
[ ds ù t 
o 7?(s) A? 
donc toute primitive de _ tend vers +oo en co. 


c. Raïisonnons par l’absurde et suppposons que y1 ne s’annule pas sur [0,+c[. Alors 


Arctan 2 est dérivable sur [0, +oof et : 


V1 
! Le val 1 
(Arctan®) = Tee 22 = —. 
V1 Yi TU T 
Mais Arctan 2 est bornée sur [0, +oo[, c'est absurde d’après le b. Par conséquent y; 


U1 
s’annule sur [0,+o[. Comme y1(0) = 1, donc il existe to > 0 tel que yi(to) = 0. De plus 


y1 est paire donc admet au moins deux zéros distincts : to et —to. 


Partie V 


19.a. La solution nulle est l’unique solution de (E) nulle en a ainsi que sa dérivée. Or 
y(a) = 0 et y n’est pas la solution nulle, donc y/(a) 0. On peut donc écrire y(t) 
(t — a)y'(a) lorsque t tend vers a et déduire l’existence d’un nombre € > 0 tel que a soit le 
seul zéro de y dans l'intervalle ]a — €, a + el. 


b. Nécessairement a’ > a +e et introduisons l’ensemble À = {t > a +e,y(t) = 0}; À est 
une partie non vide et minorée de R, elle possède donc une borne inférieure b. De plus A 
est une partie fermée de R, donc b € À et b répond à la question. 


c. Raïisonnons par l’absurde et supposons que z ne s’annule pas sur [ab]. Alors 2 est 
définie, est de classe C! sur [a, b] et : : 
(2 Ya yr 
z 22 
Or (y'z2— yz')(a) = y'(a)z(a) Z 0 et on sait que y'z — yz' est constante (voir question 11), 
par conséquent | #} ne s’annule pas sur [a,b]. Mais c’est impossible puisque : 


2 (a) = (0) = 0. 
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On conclut donc que z a nécessairement un zéro dans l'intervalle [a, b]. 


20. Soit y une solution de (Æ). Comme dans la question 18.c, on prouve que y s’annule 
sur tout intervalle [+,+oo{, avec 7 > 0. Par conséquent y possède une infinité de zéros. 


21. Soit y une solution de (Æ) et c un réel quelconque. Raïisonnons de nouveau par 
l’absurde et supposons que y(t) < 0 pour tout t E [c,+oœ[. Vu que y” = —qy, donc y est 
convexe et majorée par 0 sur [c, +o[. Par suite (question 2) y est décroissante sur [c, +! 
et y < 0 sur [c,+œl[. PourneN,ona 


CHNnT 


y'(c+nr) = y'(c) + | y'(t)dt. 


€ 


Or lorsque t € Îc, +oo![ : y”(t) = —q(t}y(t) > —q(t)y(c), donc 


Cc+nTr CHT 
v(e+nn) 2 (40 [ dbdt=1 (0 -nvo | abdt 
q n’est pas nulle et est r-périodique, donc elle n’est pas nulle sur [c,c+7]. De plus comme 


C+T 
q est continue et positive, on à | q(t)dt > 0, ce qui implique que 


lim y(c+nT) = +00. 


n—+oo 
Ceci est absurde puisque y’ est négative sur [c, +. 


On a ainsi prouvé l’existence d’un réel {1 € [c, +oo[ tel que y(t1) > 0. Vu que —y est aussi 
solution de (Æ), il existe donc de même un réel {2 € [c, +oo! tel que y(t2) < 0. Le théorème 
des valeurs intermédiaires donne l’existence d’un zéro de y dans [c, +]. 


Or ceci est vrai pour tout réel c, par conséquent, y possède une infinité de zéros. 


